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【典型例题】
题型一：直接法



【例1】（2025·高一·辽宁抚顺·期末）如图，PO是三棱锥的高，，，E是PB的中点．
[image: @@@12c058ee-4cc1-4bb6-b69c-cec6b3c3a6ba]

(1)求证：平面PAC；




(2)若，，，求三棱锥的体积．













【变式1-1】（2025·高一·河南驻马店·期末）如图，为三棱锥的高，且点在的内部，点为的中点，且，直线平面.
[image: @@@c86481d0-7c7f-46a9-bf37-f2d21d7a73a0]


(1)求直线与平面所成角的大小.




(2)若直线分别与直线，所成的角相等，且.

①求二面角的大小；

②求三棱锥的体积.





【变式1-2】（2025·高一·四川成都·期末）已知是棱长为2的正方体.
[image: @@@1c153e9e-1bfa-4874-bd1a-6d50f7582c4f]

(1)求三棱锥的体积；






(2)若是的中点，是的中点，证明：平面.




题型二：割补法

【例2】（2025·高一·广东佛山·阶段练习）中国有悠久的金石文化，印信是金石文化的代表之一．印信的形状多为长方体、正方体或圆柱体，但南北朝时期的官员独孤信的印信形状是半正多面体，如图1．半正多面体是由两种或两种以上的正多边形围成的多面体．如图2，某半正多面体的表面由18个全等的正方形和8个全等的正三角形构成，该半正多面体的所有顶点都在同一个棱长为的正方体的表面上．
[image: @@@2f271c5e-559f-48da-afee-4bba9e146c93]
(1)求该半正多面体的表面积；
(2)求该半正多面体的体积．












【变式2-1】（2025·高一·吉林·期中）如图，在长方体中，，.点M，N分别在棱，上，且，直线平面.
[image: @@@7f8d6382-15ba-4162-b34c-8445f1a6f61f]


(1)请指出点的位置（不需要说明理由），并求平面四边形的周长；


(2)求几何体的体积.







【变式2-2】（2025·高一·广西贺州·阶段练习）已知正方体的棱长为为的中点．
[image: @@@bd3b9acf-4d23-4b48-804d-47071310833c]  



(1)证明：平面；

(2)求三棱锥的体积．








【变式2-3】（2025·高一·云南昆明·期中）如图，四棱锥的底面是边长为2的正方形，是四棱锥的高，且是的中点；
[image: @@@3a30e97f-2e90-4b3b-8499-50134729bc84]  


(1)求证平面；


(2)求四棱锥和三棱锥的体积．




题型三：换底法

【例3】（2025·陕西西安·一模）图1所示的是等腰梯形ABCD，AB//CD，AB=3，CD=1，，DE⊥AB于E点，现将△ADE沿直线DE折起到△PDE的位置，连接PB，PC，形成一个四棱锥P-EBCD，如图2所示．
[image: @@@04eb975a-33bf-4052-bbf2-6c230fab3af3]
(1)若平面PCD∩平面PBE=l，求证：DC//l；
(2)求证：平面PBE⊥平面BCDE；

(3)若二面角P-ED-B的大小为，求三棱锥E-PCD的体积










【变式3-1】（2025·高一·四川乐山·期末）已知四棱锥中，，且是中点.
[image: @@@8e4b181f-9194-4730-b054-9a60c2d62f8b]


(1)求证：平面；

(2)求三棱锥的体积.









【变式3-2】（2025·高一·云南昆明·期中）如图，已知在侧棱垂直于底面的三棱柱中，，，点是的中点.
[image: @@@2c8c52ba-7104-4282-923d-bd3e77dcec1f]


(1)求证：平面

(2)求三棱锥的体积.




题型四：祖暅原理










【例4】（2025·高一·安徽合肥·期中）我国古代数学家祖暅求几何体的体积时，提出一个原理：幂势即同，则积不容异．意思是：夹在两个平行平面之间的两个等高的几何体被平行于这两个面的平面去截，若截面积相等，则两个几何体的体积相等，这个定理的推广是：夹在两个平行平面间的几何体，被平行于这两个平面的平面所截，若截得两个截面面积比为k，则两个几何体的体积比也为k．已知线段AB长为4，直线l过点A且与AB垂直，以B为圆心，以1为半径的圆绕l旋转一周，得到环体；以A，B分别为上下底面的圆心，以1为上下底面半径的圆柱体N；过AB且与l垂直的平面为，平面，且距离为h，若平面截圆柱体N所得截面面积为，平面截环体所得截面面积为，我们可以求出的比值，进而求出环体体积为        ．
[image: @@@33dcea06-b66f-4077-9365-d86ae328de6f]




【变式4-1】（2025·高一·河北邢台·阶段练习）祖暅（gèng）（5世纪—6世纪），字景烁，祖冲之之子，范阳郡道县（今河北省涞水县）人，南北朝时期的伟大科学家.他在实践的基础上，于5世纪末提出了下面的体积计算原理：“幂势既同，则积不容异”.这就是“祖暅原理”.用现代语言可以描述为“夹在两个平行平面之间的两个几何体，被平行于这两个平面的任意平面所截，如果截得的面积总相等，那么这两个几何体的体积相等”.例如可以用祖暅原理推导半球的体积公式，如图，半径为R的半球与底面半径和高都为R的圆柱放置在同一底平面上，然后在圆柱内挖去一个半径为R，高为R的圆锥后得到一个新的几何体，用任何一个平行于底面的平面去截这两个几何体时，所截得的截面面积总相等，由此可证明半球的体积和新几何体的体积相等.若球心到平面的距离为，则平面截半球所得的较小部分的几何体的体积等于           .
[image: @@@0bcdb58c-9ba0-413e-8e56-7ceacea498a1]






【变式4-2】（2025·江西九江·二模）根据祖暅原理，界于两个平行平面之间的两个几何体，被任一平行于这两个平面的平面所截，如果两个截面的面积相等，则这两个几何体的体积相等．如图1所示，一个容器是半径为R的半球，另一个容器是底面半径和高均为R的圆柱内嵌一个底面半径和高均为R的圆锥，这两个容器的容积相等．若将这两容器置于同一平面，注入等体积的水，则其水面高度也相同．如图2，一个圆柱形容器的底面半径为，高为，里面注入高为的水，将一个半径为的实心球缓慢放入容器内，当球沉到容器底端时，水面的高度为      ．（注：）
[image: @@@e089fd24-fb62-4f08-aff1-41c64aee27e0]


【过关测试】



1．（2025·高一·山东日照·期末）已知四棱锥如图所示，四边形为菱形，为等边三角形，点M，N分别是线段SC，AB的中点．
[image: @@@8da09375-a792-4c14-8341-b39ce8355d0a]  


(1)求证：平面；




(2)若二面角为直二面角，，，求四面体的体积．






2．（2025·高一·吉林长春·期中）如图，三棱柱内接于一个圆柱，且底面是正三角形，圆柱的体积是，底面直径与母线长相等．
[image: @@@b2512951-09dd-485c-bb06-2227d97e8e59]
(1)求圆柱的表面积；

(2)求三棱柱的体积．






3．（2025·高一·云南保山·期中）如图，在正四面体ABCD中，E是棱AD的中点，P是棱AC上一动点，的最小值为．
[image: @@@a597e990-3182-4b0f-b254-f50880029d83]
(1)求该正四面体的棱长；

(2)当取最小值时，求三棱锥A-PBE与三棱锥A-BCD体积之比．









4．（2025·高一·山东·期中）《九章算术》中对一些特殊的几何体有特殊的称谓，例如，将底面为直角三角形的直三棱柱叫堑堵，将一个堑堵沿其一顶点与相对的棱刨开，得到一个阳马（底面是长方形，且有一条侧棱与底面垂直的四棱锥，即四棱锥）和一个鳖臑（四个面均为直角三角形的四面体，即三棱锥）．在如图所示的堑堵中，已知，若鳖臑的体积等于12，求：
[image: @@@505ef5a1-48c8-488f-aec7-e0aa73d2e457]

(1)求堑堵的侧棱长；

(2)求阳马的体积；

(3)求阳马的表面积．










5．（2025·高一·云南楚雄·期末）在四棱锥中，平面，平面平面分别为的中点．
[image: @@@08c18b6e-9cf4-430f-948f-0a207dab0c0e]  


(1)证明：平面．

(2)证明：．



(3)若二面角的正切值为，求三棱锥的体积．













6．（2025·高一·黑龙江大庆·期末）如图，在四棱锥中，四边形是矩形，平面平面，，分别为，的中点，且．
[image: @@@0ef726ab-88c0-421e-9958-fc09c1655d0e]

(1)求证：；

(2)求三棱锥的体积．














7．（2025·高一·吉林·学业考试）如图，在三棱锥中，底面，，，分别是，的中点，，．
[image: @@@a74e6d6d-4717-452e-ac2f-f7d2b38491cf]


(1)求证：平面；

(2)求三棱锥的体积．







8．（2025·高一·山东青岛·期末）如图，圆台上下底面半径分别为1，2，，为其两条母线，且母线长为2．
[image: @@@4839fead-e259-4751-a1fe-01265d4aff5c]  

(1)证明：四边形为等腰梯形；


(2)若在圆台内部挖去一个以O为顶点，圆为底面的圆锥，求剩余部分的体积．








9．（2025·高一·浙江金华·阶段练习）棱长为2的正方体中，分别为棱的中点，求三棱锥的体积









10．（2025·高一·四川攀枝花·期末）如图，平面，，平面.
[image: @@@e3ff2d41-e8cc-4dc9-aadd-e66dd6b570c7]  

(1)求证：；




(2)若，，，求三棱锥的体积.












11．（2025·高一·广西百色·期末）如图，在四棱锥中，平面，底面是平行四边形，为的中点，，.
[image: @@@6ddf7121-7540-4211-b09a-b58655eac7fb]


(1)平面；

(2)求三棱锥的体积．






12．（2025·高一·北京通州·期末）如图，在棱长为2的正方体中，点E，F分别是棱的中点．求证：
[image: @@@38549d8a-ed9f-43c1-ab35-ffe58fe4a5e4]


(1)平面；


(2)平面；

(3)求三棱锥的体积．





13．（2025·高一·北京怀柔·期末）如图，已知正方体边长为2.
[image: @@@6bbd29f8-dff3-4d8d-8761-b56ba9efcca6]  



(1)证明：平面；

(2)证明：；

(3)求三棱锥的体积.














14．（2025·高一·江苏南通·阶段练习）如图，在以为顶点的六面体中其中平面，四边形是正方形，平面，，且平面平面
[image: @@@c0e902a3-7440-46d3-b271-236ceda698f2]



(1)设为棱的中点，证明：四点共面；


(2)若，求六面体的体积．














15．（2025·高二·湖南湘潭·期中）如图，在三棱锥中，平面平面，是等边三角形，，且，、分别是、的中点.
[image: @@@79a63ffc-4d4b-49c7-9acb-31bd44d9e659]


(1)求证：平面；

(2)求三棱锥的体积.









16．（2025·高一·河北沧州·期中）如图，直三棱柱所有的棱长都为1，，分别为和的中点．
[image: @@@45138106-46af-43a7-a178-e7c6e9a73321]  


(1)证明：平面．

(2)求三棱锥的体积．










17．（2025·高一·福建福州·期末）如图，已知平面平面，是边长为2的等边三角形，四边形是正方形，且分别为的中点，
[image: @@@90e92c63-4690-4a2a-b2bc-ff3a9cdbb612]


(1)求证：平面；



(2)点在上移动，求证：；

(3)求三棱锥的体积．
















18．（2025·高一·新疆乌鲁木齐·阶段练习）如图，在四棱锥中，平面，底面四边形是菱形，点是对角线与的交点，，，是的中点，连接．
[image: @@@ef0c8162-bbcd-4616-8061-8a2ec0228e15]


(1)证明：平面平面：



(2)当三棱锥的体积等于时，求的长．









19．（2025·高三·全国·专题练习）如图，在多面体中，底面是矩形，四边形是等腰梯形，，是等边三角形．
[image: @@@c1981959-7e30-4e97-b588-8c9d688a17f5]  

(1)求二面角的平面角的余弦值；

(2)求多面体的体积．










20．（2025·高一·河北张家口·阶段练习）如图，在直三棱柱中，分别为，的中点，，.
[image: @@@e5cbc98b-0163-4720-9461-de595c6a6b38]  


(1)证明：平面；

(2)求三棱锥的体积.











21．（2025·高一·重庆·期中）如图，在四棱锥中，底面是平行四边形，分别为的中点，为线段上一点，且．
[image: @@@0dc27458-aff5-4646-a6d6-eca4efcb977b]


(1)证明：平面；




(2)若四棱锥为正四棱锥，且，求四棱锥的外接球与正四棱锥的体积之比．








22．（2025·高一·四川成都·阶段练习）如图，在正三棱柱中，是的中点，．
[image: @@@902075e3-a276-43f3-ab79-f47bba5777af]  


(1)求证：∥平面；

(2)求三棱锥的体积．








23．（2025·高一·湖南衡阳·期末）如图，在多面体中，已知四边形是菱形，平面．
[image: @@@c0af50ec-eddf-4f94-8f5c-27c72f839602]  


(1)证明：平面平面；




(2)若与平面所成角的正弦值为，求三棱锥的体积．






24．（2025·高一·吉林白山·期中）下图是一块圆锥体工件，已知该工件的底面半径，母线，
[image: @@@672ded2d-759c-423c-99fc-c6db89a4c125]  





(1)是圆的一条直径的两个端点，母线的中点，用软尺沿着圆锥面测量两点的距离，求这个距离的最小值；
(2)现将该工件通过切削，加工成一个体积尽可能大的正方体新工件，并使新工件的一个面落在原工件的一个面内，求这个正方体体积.






25．（2025·高一·福建厦门·期中）如图，在正方体中，E是的中点．
[image: @@@ee9e73350e484d32b59b4187bb025915]

(1)求证：平面ACE；

(2)若，求三棱锥B—AEC的体积．
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