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【题型归纳目录】
题型一：妙用两次正弦定理
题型二：两角使用余弦定理
题型三：张角定理与等面积法
题型四：角平分线问题
题型五：中线问题
题型六：高问题
【方法技巧与总结】
解决三角形图形类问题的方法：
方法一：两次应用余弦定理是一种典型的方法，充分利用了三角形的性质和正余弦定理的性质解题；
方法二：等面积法是一种常用的方法，很多数学问题利用等面积法使得问题转化为更为简单的问题，相似是三角形中的常用思路；
方法三：正弦定理和余弦定理相结合是解三角形问题的常用思路；
方法四：构造辅助线作出相似三角形，结合余弦定理和相似三角形是一种确定边长比例关系的不错选择；
方法五：平面向量是解决几何问题的一种重要方法，充分利用平面向量基本定理和向量的运算法则可以将其与余弦定理充分结合到一起；
[bookmark: _GoBack]方法六：建立平面直角坐标系是解析几何的思路，利用此方法数形结合充分挖掘几何性质使得问题更加直观化.
【典型例题】
题型一：妙用两次正弦定理





【典例7-1】（2024·山西太原·高二校联考期末）在①，②这两个条件中任选一个，补充在下面问题中，并作答问题：在中，内角所对的边分别为，且___________.

(1)求角；







(2)若是内一点，，，，，求.
注：如果选择多个条件分别解答，按第一个解答计分.

【解析】（1）若选条件①，由正弦定理得：，

，

即，




，，，即，




，，，解得：；

若选条件②，由正弦定理得：；




，，，则.
（2）
[image: @@@34e7ef3b06324b998100dffca9307821]



，，；


在中，由正弦定理得：；


在中，由正弦定理得：；

，


即，.



【典例7-2】（2024·福建厦门·高一厦门一中校考阶段练习）在平面四边形ABCD中，，，.
[image: @@@f949cd2b-c1ab-4578-9001-d568ea900577]

(1)若△ABC的面积为，求AC；



(2)若，，求.



【解析】（1）在△中，，，


∴，可得，


在△中，由余弦定理得，

.


（2）设，则，



在中，，易知：，



在△中，由正弦定理得，即，



，可得，即.




【变式7-1】（2024·四川绵阳·高一统考期末）在平面四边形中，，，．
[image: @@@b13d777d-b1fa-4f77-ac8c-619265d08470]



(1)若的面积为，求；




(2)记，若，，求．


【解析】（1），解得，


由余弦定理得，因此，.


（2）在中，，


在中，，  


由正弦定理得，即，



所以，，即，故.
题型二：两角使用余弦定理

【典例8-1】（2024·湖北襄阳·襄阳四中校考模拟预测）在中，内角A，B，C的对边分别为a，b，c，角A的平分线AD交BC边于点D.


(1)证明：，；



(2)若，，求的最小值.




【解析】（1）在和中，可得，，


所以，，


由正弦定理，得，，



两式相除得，可得，，


又由，根据余弦定理得

所以

代入可得

.




（2）由，及，可得



根据基本不等式得，解得，当且仅当时等号成立，



又由，，可得，

所以的最小值是3.


【典例8-2】（2024·广东深圳·校考一模）记的内角A､B､C的对边分别为a､b､c，已知.

(1)证明：；



(2)若角B的平分线交AC于点D，且，，求的面积.

【解析】（1）由正弦定理得： 




所以可化为,

因为,

，所以

所以，


所以，即，

所以；


（2）角B的平分线交AC于点D，且，,


由角平分线定理可得，,



,又，


由余弦定理得：，，
[image: @@@ed305b23acfe4263ab00ab9e1d814344]


在中，由余弦定理得：，

所以.

所以.


【变式8-1】（2024·四川攀枝花·高三统考阶段练习）的内角A、B、C所对的边分别为a、b、c，且满足．
(1)求角B的大小；

(2)若，点D在边AC上，______，求BD的长．



请在①；②；③这三个条件中选择一个，补充在上面的横线上，并完成解答．
注：若选择多个条件分别解答，则按第一个解答计分．


【解析】（1）法一:由及正弦定理得．


从而，即．


又△ABC中，∴．


又，所以．


法二：由及余弦定理得．


化简得．则．


又，所以．
（2）若选①．

法一：在中，由余弦定理，

得，


所以，所以．


在中，由余弦定理，得，

即．


同理可得：在中，由余弦定理，得，

即．


又，所以．


所以．所以．


法二：因为，所以D为AC的中点．所以．

所以．


所以，即．
若选②．


在中，．

因为BD为的角平分线，

所以．

即．

解得．
若选③．

在中，由余弦定理，

得，

所以．

因为．

又．


所以，解得．











【变式8-2】（2021·全国·统考高考真题）记是内角，，的对边分别为，，.已知，点在边上，.

（1）证明：；


（2）若，求.

【解析】（1）设的外接圆半径为R，由正弦定理，

得，



因为，所以，即．


又因为，所以．
（2）[方法一]【最优解】：两次应用余弦定理



因为，如图，在中，，①
[image: @@@eb82833e-a1e1-4944-b67d-4b78e9a9fcd7]


在中，．②


由①②得，整理得．




又因为，所以，解得或，


当时，（舍去）．


当时，．

所以．
[方法二]：等面积法和三角形相似


如图，已知，则，

即，
[image: @@@fc6a2e4b-4d7e-48a8-a48b-3f9309f97425]


而，即，


故有，从而．




由，即，即，即，


故，即，


又，所以，

则．
[方法三]：正弦定理、余弦定理相结合



由（1）知，再由得．


在中，由正弦定理得．



又，所以，化简得．




在中，由正弦定理知，又由，所以．


在中，由余弦定理，得．

故．
[方法四]：构造辅助线利用相似的性质



如图，作，交于点E，则．
[image: @@@f5c4bc12-f2b2-4967-978d-b54858161799]


由，得．


在中，．


在中．

因为，

所以，

整理得．


又因为，所以，


即或．
下同解法1．
[方法五]：平面向量基本定理


因为，所以．


以向量为基底，有．

所以，

即，


又因为，所以．③

由余弦定理得，

所以④

联立③④，得．


所以或．
下同解法1．
[方法六]：建系求解


以D为坐标原点，所在直线为x轴，过点D垂直于的直线为y轴，

长为单位长度建立直角坐标系，

如图所示，则．
[image: @@@76de85e1-12d1-4982-ab04-d26f9db1f564]

由（1）知，，所以点B在以D为圆心，3为半径的圆上运动．


设，则．⑤


由知，，

即．⑥



联立⑤⑥解得或（舍去），，

代入⑥式得，

由余弦定理得．
【整体点评】(2)方法一：两次应用余弦定理是一种典型的方法，充分利用了三角形的性质和正余弦定理的性质解题；
方法二：等面积法是一种常用的方法，很多数学问题利用等面积法使得问题转化为更为简单的问题，相似是三角形中的常用思路；
方法三：正弦定理和余弦定理相结合是解三角形问题的常用思路；
方法四：构造辅助线作出相似三角形，结合余弦定理和相似三角形是一种确定边长比例关系的不错选择；
方法五：平面向量是解决几何问题的一种重要方法，充分利用平面向量基本定理和向量的运算法则可以将其与余弦定理充分结合到一起；
方法六：建立平面直角坐标系是解析几何的思路，利用此方法数形结合充分挖掘几何性质使得问题更加直观化.



[bookmark: _Hlk160574872]【变式8-3】（2024·广东深圳·高三红岭中学校考期末）记的三边a，b，c所对的三个内角的大小分别为A，B，C，点D在边AC上.已知，.
[image: @@@31ff1246-07b7-4a63-992c-c99e2500c173]  

(1)证明：；


(2)若，求.

【解析】（1）因为，

所以，

所以，


由正弦定理可得，即


因为，所以，


因为，所以；



（2）因为，如图，在中，，①
[image: @@@548d706a-0c8c-4702-8fc8-c83c7cd78e8b]


在中，．②


由①②得，整理得．


设的外接圆半径为，

由正弦定理可得，


又，所以



所以，解得或，


当时，（舍去）．


当时，．

所以．
题型三：张角定理与等面积法








【典例9-1】（2024·湖北武汉·统考一模）在中，设角，，所对的边分别为，，，且

(1)求；







(2)若为上的点，平分角，且，，求.

【解析】（1）因为，


所以由正弦定理可得：，整理得.

由余弦定理得：


又因为所以

（2）由（1）知.



又因为平分角，所以.


由得.

即.



又因为，，所以.

再由角平分线的性质可知：


【典例9-2】（2024·江苏南通·高三海安高级中学校考阶段练习）在中，设角A，B，C所对的边长分别为a，b，c，且．

（1）求；





（2）若D为上点，平分角A，且，，求．

【解析】（1）因为，


由正弦定理可得，整理得，

由余弦定理，可得，


又因为，可得．




（2）因为D为上点，平分角，则，

又由，

可得，



又因为，可得，解得，


因为，所以．




[bookmark: _Hlk160575011]【变式9-1】（2024·江西·统考模拟预测）已知中，角的对边分别为，且满足.

（1）求的值；






（2）若点在边上，平分角，且，求的值.

【解析】(1)由及正弦定理可得


，即，



因为，且，即，

所以.


（2）因为，所以，



因为平分角，所以，


由，可得，



，整理得，所以.


【变式9-2】（2024·山西晋中·统考模拟预测）在中，角A，B，C的对边分别是a，b，c，且．
(1)求角B的大小；



(2)若，D为AC边上的一点，，且______，求的面积．

①BD是的平分线；②D为线段AC的中点．（从①，②两个条件中任选一个，补充在上面的横线上并作答）．

【解析】（1）由正弦定理知：

又：

代入上式可得：


，则

故有：


又，则


故的大小为：
（2）若选①：


由BD平分得：


则有：，即


在中，由余弦定理可得：


又，则有：

联立

可得：


解得：（舍去）

故
若选②：


可得：，


，可得：



在中，由余弦定理可得：，即

联立

解得：

故
题型四：角平分线问题


【典例10-1】（2024·全国·高一专题练习）已知函数，其图像上相邻的最高点和最低点间的距离为．

(1)求函数的解析式；











(2)记的内角的对边分别为，，，．若角的平分线交于，求的长．


【解析】（1）因为，





设函数的周期为，由题意，即，解得，

所以.




（2）由得：，即，解得，


因为，所以，




因为的平分线交于，



所以，即，可得，


由余弦定理得：，，而，


得，因此.


【典例10-2】（2024·高一课时练习）在中，内角A，B，C所对的边分别为a，b，c，已知．
(1)求A；





(2)若D为的中点，E为的平分线与的交点，且，求的值．

【解析】（1）由题设及正弦定理得，


因为，所以．


由，可得

故．


因为，故

因此．

（2）因为，



又因为，所以，即，


解之得或（舍去）．



因为为的角平分线，所以，

所以








【变式10-1】（2024·高一课时练习）在中，角、、所对的边分别为、、，已知．

（1）求角的大小；







（2）已知，，设为边上一点，且为角的平分线，求的面积．

【解析】（1）由正弦定理得．




因为，则，所以，所以．


因为，所以；



（2）在中，由余弦定理得，即，


，解得，


由角平分线性质可得，所以．




过点作垂直于点，
[image: @@@f576fd9bd2fd43209c07e6e12491938c]


则，．

所以．
题型五：中线问题



【典例11-1】（2024·吉林通化·高一梅河口市第五中学校考阶段练习）如图，在边上的中线为3，且．
[image: @@@2ea585f604a84792987d2f080758309b]

（1）求的值；

（2）求边的长．


【解析】（1）因为，所以．


又，所以，

所以

．

即，



（2）在中，由，得，


解得,故，

在中，

由

，

得．



【典例11-2】（2024·江苏无锡·高一统考期末）在中，已知，.


（1）若最小边的长为5，求最大边的长；


（2）若AC边上的中线BD长为，求的面积.










【解析】（1），，，，，，，，，，


最大边为b，最小边为c,由正弦定理，得，


，即最大边长为





（2）解法一：由正弦定理得：，设，则，，由余弦定理中线长定理：


得，解得，



得，，



解法二：见切作高：作CE垂直AB，设，，

由中线长公式得


，
[image: @@@839b17cf772042c88ff1ec7d6e721a1d]






【变式11-1】（2024·山西太原·高一太原市实验中学校考期末）在中，是边的中线，,且的面积为.


(1)求的大小及的值;


(2)若,求的长.



【解析】分析：(1)根据所给的式子，利用余弦定理可以求出，再根据三角形的面积公式即可求出的值．




(2) 根据,可求得，利用余弦定理可求得,中应用余弦定理即可求得AD的值．


(1)在中,由可得


,故

因为,


所以,解得.

所以.


(2) 由得

在中,出余弦定理得


得,

由正弦定理

得.


∵故


在中,

解得.


[bookmark: _Hlk160574552]【变式11-2】（2024·浙江杭州·高二校联考期末）已知的内角A，B，C的对边分别为a，b，c，．
(1)求A；


(2)若，求中BC边中线AD长．

【解析】（1）因为，

由正弦定理得，

即，

即，

所以，


又，所以，


又，所以；

（2）由余弦定理得，


即，所以，


因为为中BC边的中线，

所以，

则

，

所以.
[image: @@@84cd47ff-f017-4a8d-a4e8-f8c0db09bd0e]
题型六：高问题

【典例12-1】（2024·全国·高三专题练习）已知△ABC中，AB边上的高与AB边的长相等，则的最大值为        ．

【答案】




【解析】由三角形的面积公式得⇒＝sinC，由余弦定理可得c2＝a2＋b2－2abcos C⇒＝＋2cos C＝sin C＋2cos C，




所以＝2sin C＋2cos C＝sin，最大值是

故答案为：




【典例12-2】（2024·重庆·统考模拟预测）在中，角A，B，C的对边分别为a，b，c，，，．

(1)求；




(2)若，边上的高线长，求．
【解析】（1）由已知得













；

（2），

，

，

，

，

，

，

，


，又，

，

，

，

，

.
[image: @@@bacecb40-8ff1-4742-a704-dff84340e3d9]









【变式12-1】（2024·福建·高一福建省福清第一中学校考阶段练习）的内角，，的对边分别为，，，已知，.


(1)求及；


(2)若，求边上的高.


【解析】（1）因为，由正弦定理得，


所以，又，



所以，又，则.




因为，即，又，所以，


因为，所以.


（2）由（1）及余弦定理，得.



将，代入，得，



解得或（舍去），则.


因为，所以，



设边上的高为，则.




【变式12-2】（2024·北京昌平·高一统考期末）在中，，，．


(1)求和的值；
(2)求BC边上的高．



【解析】（1）因为，，，



所以由余弦定理得，所以，解得，



所以，所以由正弦定理可得，；

（2）BC边上的高为.
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