李向阳专属

复合函数

复合函数是中学数学里，深化函数概念、提高运用函数思想解决数学问题能力的重要工具，是进一步学习高等数学的重要基础，也是历年高考常考不衰的热点。但高中数学教材未作介绍，而其他教辅资料上也仅给出描述性的非严格定义，因此，高一数学教学与高考数学复习中，介绍有关内容很有必要。

    一、复合函数的概念

我们常见的复合函数的描述性定义是：如果
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的函数，而
[image: image3.wmf]u

又是
[image: image4.wmf]x

的函数，即
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叫做函数
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的复合函数，
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叫做中间变量。例如
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不同，不是基本初等函数，而是由三角函数
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和一次函数
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经过“复合”而成的一个函数。由于上述定义中对“复合”的定义没有明确界定，因而很多同学对复合函数的概念似是而非，含混不清，为此，我们精读这个定义，字斟句酌，纠错补缺，以使我们正确理解复合函数的概念。

    1、由字面理解

“复合”本来是指“合在一起，结合起来”的意思，但在复合函数的定义中，对复合步骤的方式有特殊的约定。它不是泛指把几个简单函数随意地结合在一起，例如用四则运算把它们结合起来，得到的形如
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的函数，而是专指把几个映射，像工厂中的生产流水线，依先后顺序合在一起，对同一自变量逐次映射，构作的一个复合映射确定的函数。这里的几个映射可以相同，也可以不同，但只能是常数与基本初等函数间进行的幂运算、指数运算、对数运算、三角运算、反三角运算等。自变量像被加工的零件依次通过第一个映射后到第二个映射，一直到通过全部映射。例如，复合函数
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”（第一次映射），再“取正弦”（第二次映射），最后得到
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的一个函数
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，因此有人说复合函数是函数的函数。

为了叙述和应用的方便，我们通常用“层”来描述上述不同的映射所对应的函数。从外向内看，函数
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为内层函数（内函数），且称函数
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复合一次得到。这里外层函数的映射法则
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和内层函数的映射法则
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，构作的复合函数的映射法则称为复合映射
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，这是复合映射很重要的一个基本特征）。有人形容复合映射
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的链条，可以帮助我们理解复合函数的内涵。

2、从函数定义理解

既然函数
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可视为函数
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和函数
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复合得到，因此它们都必须符合函数的定义，这才是复合函数定义的关键所在。除前面对复合映射结构特征的分析外，我们还须从定义域和值域都是非空的数集出发，考察复合函数定义的相应要求。

设函数
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都是非空的数集。从“复合”中我们发现，内层函数
[image: image53.wmf])

(

x

g

u

=

具有两重性：一方面它是自变量为
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[image: image61.wmf])

(

x

g

u

=

的值域
[image: image62.wmf]M

和
[image: image63.wmf])

(

u

f

y

=

的定义域
[image: image64.wmf]N

必须有交集（非空数集）。
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，既受到外层函数的映射法则
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的制约，又受到内层函数
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的限定。只看一面，不看另一面就会犯概念的错误。有的同学不加分析地认为，任何两个函数都可以复合成一个复合函数，事实却不然，例如
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∅,故
[image: image80.wmf])

2

ln(sin

-

=

x

y

不能构成复合函数。同理，
[image: image81.wmf])

2

arccos(

2

+

=

x

y

也不能构成复合函数（它们都不是函数）。

据此，反思前面给出的定义，我们发现这个定义是不严谨的，它忽视了构造复合函数
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过程中，各层子函数及它们复合后的整体都必须适合函数的定义。为此，我们把定义补充为：如果
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3、从结构特征理解

除最内层函数允许对自变量施行加、乘运算外，每一次复合都是把内层函数的整体，作为自变量施行新的映射，这样，像穿衣服一样，从内到外逐次添加映射，直至构造出所需函数。这一独特的发生过程，不仅给出了复合函数的结构特征，使我们能迅速判断已知函数式是不是一个复合函数，而且也使我们明白了，复合函数不是一类新的独立的基本初等函数，而是几个简单函数的特殊构造，因次，我们可以先分析参与复合的简单函数的性态，来研究复合函数的相应属性。

4、从穿脱原理理解

穿脱原理是复合函数与简单函数相互转化的工具，由它可将简单函数构造成复合函数，也可将复合函数分拆为简单函数。

先看复合，例如由
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的复合过程可记为
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再看分拆，例如函数
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可以从外层函数开始逐层分拆为简单函数，每拆一层，设一个中间变量，即最外层函数记为
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。上述多次令中间变量进行的代换，叫做连续代换或锁链代换，实质上是换元法。

  穿脱原理从发生过程深化了复合函数的概念，在复合函数的性态研究中，具有重要作用。例如求复合函数的定义域、值域、单调性、奇偶性、极值、反函数时都需要它，一些重要运算，如求导、微分等更要依靠它。

    二、复合函数的简单性质

在中学，我们可以探讨复合函数的哪些性质呢？和常见的基本初等函数一样，我们可以探讨复合函数的定义域、值域、单调性、奇偶性、周期性、极值与最值。探讨过程中，最关键的是要注意复合映射的多层制约，是否使复合函数仍有定义，研究它的每一层映射对复合函数性质的影响。

1、求定义域  因为多层复合映射结构复杂，所以使得求复合函数定义域的题型形式多样，现列举主要题型如下。

（1）已知复合函数的表达式，求复合函数的定义域。

将已知复合函数正确地拆成几个常见的简单函数，根据使函数解析式有定义的要求，由外到内，列出所有限制条件对应的不等式，所得不等式组的解集就是复合函数的定义域。

    ①求函数
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   （2）已知函数
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代表同一映射，只需用代换法则，先将原函数的定义域写成
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    ②已知函数
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   （3）已知复合函数的定义域，求外层函数的定义域。

实质是从已知复合函数中
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的取值范围，求出这个复合函数的中间变量的范围（或内层函数的值域）。

③已知函数
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故函数
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2、求函数表达式  中学阶段，求复合函数表达式大致可归纳为两种题型，一是已知各层子函数的映射法则，求复合函数的表达式；二是已知复合函数适合的函数方程，求复合函数的表达式。

（1）已知中间变量，求复合函数

用代换法则像求函数值一样，从内向外逐次将内层函数的表达式，代换外层函数的自变量解出。每次代换只看一层，只代换一个中间变量。函数的映射法则是对自变量单
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定义的，故复合函数的表达式最终也须将表达式用单
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    ④已知函数
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    （2）已知复合函数，求原函数

关键是沟通中间变量与复合函数表达式间的映射关系，找到原函数，用中间变量的整体作自变量的映射法则，常用配凑法、换元法、待定系数法等。
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[image: image159.wmf]x

x

f

2

cos

)

1

(cos

=

-

，求
[image: image160.wmf])

(

x

f

。

解：令
[image: image161.wmf]1

cos

-

=

x

t

，则
[image: image162.wmf]1

cos

+

=

t

x

，所以
[image: image163.wmf]2

)

1

(

)

(

+

=

t

t

f

；

[image: image164.wmf]1

cos

1

£

£

-

x

Q

，
[image: image165.wmf]0

1

cos

2

£

-

£

-

\

x

，即
[image: image166.wmf]0

2

£

£

-

t

，
故
[image: image167.wmf]2

)

1

(

)

(

+

=

x

x

f

，
[image: image168.wmf])
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   （3）已知复合函数适合的函数方程，求复合函数的表达式

中学只涉及简单的函数方程，因此，关键是将所求复合函数看作未知变量，根据函数方程的结构特征，采用代换方法建立方程组，消元解之。
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为奇数，求函数
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    解：由题意可知，令
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；
    结合已知条件，可解得
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，
    又因为
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为奇数，故
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   （4）已知复合函数，求与外层函数映射法则相同的另一复合函数

    先由已知的复合函数求原函数，再由原函数求另一复合函数。

⑦已知
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    解：设
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    故
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3、求值域  在复合函数定义域内，先求出最内层函数的值域，再用它作为中间函数的“自变量”，求出中间函数值域，依次外推直至求出最外层函数的值域。

⑧求函数
[image: image187.wmf])
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，
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解：
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又
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是减函数，
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    故所求函数的值域是
[image: image193.wmf])
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4、判断函数奇偶性  通常方法是根据奇偶性的定义进行判断，容易产生的一类负迁移是：认为构成复合函数的每层简单函数都要有奇偶性时，复合函数才有奇偶性，这是错误的。例如函数
[image: image194.wmf]x
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cos
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=

，可拆成
[image: image195.wmf]u
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，
[image: image196.wmf]x
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，易知外层函数
[image: image197.wmf]x
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不具有奇偶性，但内层函数
[image: image198.wmf]x

u
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=

是偶函数，由定义可知
[image: image199.wmf]x
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cos

lg
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是偶函数。

当复合函数各层子函数都有奇偶性时，可用下列法则判断它的奇偶性。

    定理
[image: image200.wmf]1

  当内层函数
[image: image201.wmf])
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为偶函数时，复合函数
[image: image202.wmf])]
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为偶函数（此时
[image: image203.wmf]f

可为任意函数），简记为“内偶则偶”。

    定理
[image: image204.wmf]2

  当内层函数
[image: image205.wmf])
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为奇函数时，若外层函数
[image: image206.wmf])

(

u

f

y

=

为奇函数，则复合函数
[image: image207.wmf])]
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为奇函数；若外层函数
[image: image208.wmf])
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为偶函数，则复合函数
[image: image209.wmf])]
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为偶函数，简记为“内奇外奇则为奇”、“内奇外偶则为偶”。

5、判断函数单调性  通常做法仍然是由函数单调性的定义判断，但若其中某层中间变量没有单调性时，则复合函数无单调性。只有复合函数的各层子函数在定义域上均为严格单调函数时，复合函数才具有单调性，并可用下列法则判断复合函数的单调性。

定理
[image: image210.wmf]1

  当
[image: image211.wmf])
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，
[image: image212.wmf])
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均为增函数时，则复合函数
[image: image213.wmf])]
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为增函数；当
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，
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均为减函数时，则复合函数
[image: image216.wmf])]
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为增函数，简记为“同向为增”。

定理
[image: image217.wmf]2

  当
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为增函数，
[image: image219.wmf])
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为减函数，或
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为减函数，
[image: image221.wmf])
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为增函数时，则复合函数
[image: image222.wmf])]
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为减函数，简记为“异向为减”。

以上定理可推广至
[image: image223.wmf]n

层复合函数，即：
    定理
[image: image224.wmf]3

  若有限次复合函数的每层子函数均有意义且严格单调，则减函数的层数为偶数时，复合函数为增函数；减函数的层数为奇数时，复合函数为减函数。

 6、求函数周期性
    （1）由周期函数的定义易知，关键是最内层函数是否有周期性，当最内层函数为周期函数时，复合函数必为周期函数，但最小正周期可能改变。

例如函数
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，由
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，
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复合得到，内层函数
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为周期函数，
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，则
[image: image230.wmf]x

y

2

cos

=

仍为周期函数，但
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若外层函数
[image: image232.wmf])
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为严格单调函数，内层函数
[image: image233.wmf])
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是以
[image: image234.wmf]T

为周期的函数，并且有最小正周期
[image: image235.wmf]0

T

，则复合函数
[image: image236.wmf])]
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是周期函数，并且有最小正周期
[image: image237.wmf]0
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。

    （2）当内层函数无周期性，外层函数有周期性时，应由周期函数的定义判断。特殊情形可由下列定理判断：

定理
[image: image238.wmf]1

  若外层函数
[image: image239.wmf])
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是以
[image: image240.wmf]T

为周期的函数，且
[image: image241.wmf]b
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则复合函数
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是周期函数，周期为
[image: image243.wmf]|
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定理
[image: image244.wmf]2

  若外层函数
[image: image245.wmf])
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为周期函数，且函数
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为偶函数，
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，则复合函数
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是周期函数。

7、求函数的最值

（1）已知复合函数的表达式，求复合函数的最值

若外层函数是严格单调函数，内层函数有最值时，内层函数的最值点就是复合函数的最值点；若外层函数有最值时，外层函数的最值点就是复合函数的最值点。

若外层函数
[image: image249.wmf])
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与内层函数
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都是严格单调函数时，复合函数
[image: image251.wmf])]
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的值域为开区间，则复合函数无最值；值域为闭区间，则复合函数既有最大值，也有最小值；值域为半开半闭区间，则复合函数只有最大值而无最小值，或只有最小值而无最大值。

    ⑨已知
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解：
[image: image254.wmf]2

cos

sin

cos

sin

)

)(cos

(sin

a

x

a

x

a

x

x

a

x

a

x

y

+

+

+

=

+

+

=


      
[image: image255.wmf]2
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令
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    （2）已知复合函数，求原函数的最值

    先由复合函数求得原函数，再求原函数的最值。

⑩已知
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解：令
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8、求反函数  当复合函数
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的各层子函数均为严格单调函数时，有反函数。一般先逐层求出各层子函数的反函数，然后复合为原函数的反函数，或用穿脱原则从外到内依次取原映射的逆映射。注意由原函数的值域写出它的反函数的定义域。

    例题 求函数
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解:
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    故所求反函数为
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三、复合函数的图象
    作复合函数的图象一般都比较复杂，这里仅介绍用图象变换法作复合函数的图象。当复合函数
[image: image291.wmf])]
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可视为由常见的简单函数经过平移、伸缩、对称等变换得到时，可由简单函数的图象施行图象变换作出复合函数的图象。

例题 作函数
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解：原函数
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图象 略。

四、复合函数的符号语言

对复合函数的符号语言，应从函数定义与函数符号出发，准确理解，不可误读误写误用。

    （1）
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    （2）
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综上所述，我们只有通过做大量的习题，才能掌握复合函数的概念及性质，为后续学习打下坚实的基础。
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